A 54-a Olimpiada Nationala de Matematica
Sibiu, 23 aprilie 2003

Primul test de selectie pentru OBM — Juniori 2003

SOLUTII

Subiectul 1

Triunghiul RSN = QSM (L.L.L.) = R,P,S,Q conciclice si P,S,N,M conciclice =
P,S,Q, D, R conciclice pe cercul C(0O1) cu centrul in mijlocul segmentului [PD].

Analog P,S,N, B, M conciclice pe cercul C(Oz) cu centrul in mijlocul segmentului [PB].
Cum [PS] este coarda comuna pentru cercurile C'(0y) si C(O4) rezulta 0102 L PS.

Dar O104||BD = PS L BD = PS||AC. Analog PT||BD. In concluzie PS L PT.
Deoarece 010 este linie mijlocie in triunghiul PBD rezulta ca S € (BD).

Analog se arata ca T € (AC). Rezulta ca P,0,S,T sunt varfurile unui dreptunghi.

Subiectul 2

Fie A= {ny,na,...,n31} 51 S=n} +ns+ - +ni;.

2 € A, altfel n; e impar i S e impar, contradictie.

3€ A altfel n; = M3z £ 1sint=M;z+1,:=1,31.

Atunci, S = M3 4+ 31 = M;3 + 1, fals.

5 € A altfel n;, = M5 £2saun; = M5+ 1, de unde n? = M5+ 1sinf = M5+ 1.
Atunci § = M5 4+ 31 = M5 + 1, fals.

In concluzie 2,3,5 € A.

Subiectul 3

Avem 2n+142vn? +n<z+y+2/zy <4n+2. (1)

Dindn+1 < z+y+2,/zy < 2(z+y) rezultd 2 +y > 2n+1. Notdm a = 24+y—(2n+1) € N
si observam c& a < 2n. Avem a + 2,/zy < 2n + 1, de unde 42y < (2n + 1 — a)?, deci
4oy < (2n+1-a)? —1§i2/ay <+/(2n+1—a)® —1.

Din (1) obtinem 2vn2+n < a4+ 2,7y < a++/(2n+1—a)2 -1 = V4n2 +4n —a <
V@n+l—a?2—-1=4n?+4n+a? —2avV4n2 +4n < 2n+1-a) -1 = (2n +1)% —
(2n 41— a)? 4+ a® < 2av4n? + 4n = 2a(2n + 1) < 2av4n? + 4n, fals.

Subiectul 4

Fixam un punct A i consideram partitia planului in cercuri cu centrul in A.

Punctele cercurilor de raza r € @) se coloreaza cu rosu, iar celelalte cu albastru.

Fie M N un segment. Consideram cercurile de raze OA # OB, unde A, B € (MN).

Intre OA si OB exista si numere rationale si irationale, de exemplu ¢ € @ si 1 € Q.
Cercurile de raze ¢ si ¢ taie segmentul M N in puncte de culori diferite.



